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EPRi14 — Metrologia

Medicao indireta
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Motivacao — Calculo da Incerteza (U)

b + U(b)

= Como estimar a
incerteza (U) do valor
de uma grandeza que é
calculada a partir de
operacoes matematicas
com os resultados de
outras grandezas
medidas?

A=Db.c
U(A) =7
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Consideracoes Preliminares




Metrologia

Medicoes indireta B

= O valor do mensurando é determinado a
partir de operacoes matematicas

envolvendo resultados de duas ou mais
grandezas de entrada medidas

separadamente.

s Exemplos:

= A area (A) de um terreno calculada pelo produto
entre sua largura (L) pelo seu comprimento (C).
A=L-C

= Determinacao da corrente elétrica (I) dividindo a

queda de tensao (V) sobre um resistor pelo valor

da sua resisténcia (R). / = _
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O modelo matematico

a E necessario um modelo matematico que
relacione as grandezas de entrada com 0
valor do mensurando.

m Exemplos:
»a A=b.h (Area = base vezes altura)
m V=d/t (Velocidade = distancia dividida pelo tempo)

d =z — %)%+ (V2 — y1)% + (23 — 21)?
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Dependéncia estatistica & correlacao

= Duas variaveis aleatorias sao consideradas
estatisticamente independentes ou nao
correlacionadas se as variacoes aleatorias da
primeira nao guardam nenhum tipo de
sincronismo com as da segunda.

= Exemplo:

= a temperatura da agua do mar na praia da
Joaquina e a cotacao do dolar.
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Dependéncia estatistica

» Duas variaveis aleatorias sao consideradas
estatisticamente dependentes ou correlacionadas
se as variagoes aleatdrias da primeira ocorrem de
forma sincronizada com as variagoes aleatdrias da
segunda.

s Exemplos:

m Os valores em Real da cotacao do Euro e do Ddlar (na
verdade quem mais muda é o Real).

= A temperatura da agua do mar em duas praias
proximas.
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Dependéncia estatistica

= A grande maioria dos casos de interesse pratico da
engenharia é suficientemente bem modelada
considerando medigdes como variaveis aleatorias
independentes ou nao correlacionadas.
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Estimativa da Incerteza
Combinada em Medicoes nao
Correlacionadas (MNC)
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Estimativa da Incerteza
Combinada em Medicoes nao
Correlacionadas (MNC)

Relembrando..

= as variacoes aleatorias da primeira nao
guardam nenhum tipo de sincronismo com

as da segunda.

= Exemplo:
= a temperatura da agua do mar na praia da
Joaquina e a cotacao do dolar.
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Adicao e subtragao de MNC (Medicoes nao Correlacionadas)

= O quadrado da incerteza (u) combinada da
adicao ou subtracao de MNC é calculado pela
soma dos quadrados das incertezas padrao
de cada termo:

[uX, = X, + -+ =X )" =[u(X,)]* +[u(X,)]* +...+[u(X )1’

11



Estimativa da Incerteza Combinada em Medicoes nao
Correlacionadas (MNC)

Exemplo 1: Adicao de MNC (Medig6es nao Correlacionadas)
m:=m, +m,

MNC

[U(mp)F? = [U(my)P? + [U(m,))?
[U(my)]* = [6]° + [8]°= 100
U(m;)=10g

m, = (1000 + 6) g
m, = (2000 + 8) g

Um) =6 g m; = (3000 + 10) g

Uim,)=8g

12



Estimativa da Incerteza Combinada em Medicoes nao
Correlacionadas (MNC)

Exemplo 2: Subtragao de MNC (Medicoes nao Correlacionadas)
Mme = m, —m,

MNC

[U(me)P? = [U(my)P2 + [U(m,)}?
[u(m,)I* = [6]° + [8]°= 100

m, = (1000 + 6) g
m, = (2000 + 8) g

Uim,)=10g

me + m;=m, m: = (1000 £ 10) g

13



Estimativa da Incerteza Combinada em Medicoes nao
Correlacionadas (MNC)

Multiplicacao de MNC (Medic¢oes nao Correlacionadas)

= Na multiplicacao de MNC o quadrado da
incerteza combinada relativa € calculado
pela soma dos quadrados das incertezas
padrao relativas de cada fator:

u(X; Xz)|" u(X1) u(Xz)
X, X,

ug (X1.X2) = ug(X1) + ug(Xy)

14
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Estimativa da Incerteza Combinada em Medicoes nao
Correlacionadas (MNC)

Multiplicacao de MNC (Medic¢oes nao Correlacionadas)

a Generalizando:

ud(XFEXE - XED) = v (Xy) + ud(Xp) + -+ uB (Xy)

15



Estimativa da Incerteza Combinada em Medicoes nao
Correlacionadas (MNC)

Exemplo 3: Multiplicagao

r

\.

Determine o volume de
uma piramide com
base retangular, cujas
dimensoes estao
especificadas na figura,

e altura
\

h=(200,0 =+ 1,0) mm.

a=(100,0 £ 0,8) mm >
b=(90,0 £+ 0,6) mm

16



Estimativa da Incerteza Combinada em Medicoes nao
Correlacionadas (MNC)

Calculo do volume:
B a.b.h 100-90-200

3 V= - = 600000 = 600 x 10%[mm?3]

Incerteza do volume:

_|U(a )] [U(b)] [U(h)

(~ o,
( "A"’z(

UW)

_600000] [100 [ [200
v 1° P

[600000] = (64 + 44 + 25) - 10

U(V)=6931 mm® ===) |V =(600,0+6,9)10° [mm?]

17




- o
Metrologia °
.\‘\,
v_(

Estimativa da Incerteza Combinada em Medicoes nao
Correlacionadas (MNC)
Exemplo 4: Divisao de MNC

v . Determine a corrente
elétrica I [A] que passa

_J\/\N\/\/__ por um resistor de (500,0
~ . %1,0) [Q] sobre o qual foi

R | medida uma queda de
tensao de (150,0 £ 3,0)
V [v]'
I = R Incertezas (U)de R e V:

U(R) =1,0 [Q]

U(v) =3,0[V]
18
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Estimativa da Incerteza Combinada em Medicoes nao
Correlacionadas (MNC)

Exemplo 4: Divisao de MNC Incertezas (U):

V 2 12 2

: u(I U(R

o BT
S {U(I) } (30 {1,0'2
0,300 | 1150/ | 500

vV =(150,0 + 3,0) [V] o) T

R = (500,0 % 1,0) [] {m} :+0'000004
= > 0300[A]  U(D)=0,0060 [A]
I=(300 £ 6) [mA]

19
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Estimativa da Incerteza Combinada em Medicoes nao
Correlacionadas (MNC)

Caso Geral de MNC
G =f(X, Xz, Xp)

Incertezas (u):

9 > /0 ? 9 °
u?(G) =(a§1 (Xl)) (a)](;u(xz)> +---+(a§nu<xn))

d
6_)];- = coeficiente de sensibilidade

Podem ser calculados analitica ou

numericamente
20
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Exemplo: Caso Geral de MNC (Medicoes nao Correlacionadas)

= Na determinacao da massa
especifica (p) de um material
usou-se um processo indireto,
medindo-se em um laboratorio,
com uma balang¢a, a massa (/m) de
um cilindro cujo diametro (D) e
altura (A) foram determinados
por um micrometro e um
paquimetro, respectivamente. D
ApoOs a compensacao dos erros < >
sistematicos, foram encontrados
os seguintes resultados:

21
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Medicoes Realizadas

Para a massa:
m = (1580 + 20) g

h Para o diametro:
D = (25,423 + 0,006) mm

Para a altura:
D h=(77,35 %+ 0,10) mm

22
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Massa Especifica
Para a massa:

m = (1580 + 20) g

Para o diametro:
D = (25,423 £ 0,006) mm

Para a altura:

h h= (77,35 % 0,10) mm
p=f(m,D,h)
< D > = m
P Vol
V = Tc-r'z-h = n.lf.h IO= 4”3
TD’h

23
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Estimativa da Incerteza Combinada em Medicoes nao
Correlacionadas (MNC)

Calculo da incerteza (U) combinada

4-m
m-D?%-h

_(of > (of > (of ?
UZ(p)—(%U(mQ (aDuw)) ( hU(h))

o) = (gpz0em) +(5500) + (000)

p:

2

Dividindo tudo por p = n:TZnh e simplificando, tem-se:

U@p)\* _ (Uam) JUDN | (UMW)
() =)+ (+75) (55 ;
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Estimativa da Incerteza Combinada em Medicoes nao
Correlacionadas (MNC)

Calculo da incerteza (U) combinada

U(p)\*  (U(m) U(D) ~U(h)\*
( >-<m> (ZT>+< h>
U(p) U(m) uD)\ (UM
(H2) - () + (222) + (%)

U(p)\* ( 20 2+ ,0,0060 2+ 0,10 \°
p ) \1580 25,423 77,35

2
U
(%) =(16023,2 + 22,28 + 167,2).1078 := 16.212,8 x107°

25



Estimativa da Incerteza Combinada em Medicoes nao
Correlacionadas (MNC)

Calculo da incerteza (U) combinada

Calculo do valor da massa especifica p:

p=(4-m)/(m-D2-h) = (4-1580)/(3,14159 - (25,423)2-77,35) = 0,040239 [mig]

Calculo do valor da incerteza U da massa especifica p:

2
U
<_§)p)> = (16023,2 + 22,28 + 167,2).1078 = 16.212,8 x10™® = passando+y em ambos lados, temos:

9 5 _ g
= U(p) =‘0,04(')239 ,[mmg] /16.212,8x 1078 = 0.0005124 [mm3]
p
Onde:

RM: resultado da medicao;
P massa especifica; e
U(p): incerteza de p.

26
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Metrologia cxercicio - pag. 1/2 b »

Estimativa da Incerteza Combinada em Medicoes nao Correlacionadas (MNC)
Calculo da incerteza (U) combinada

Soma e subtracao de incertezas
[uX; £ X; £ - £Xp)]? = [uXD]? + [uX)]? + .. + [uXn)]?

Multiplicacao e divisao de incertezas

U(X1-X2) U(X1) U(Xz)
XX,

Caso particular para duas variaveis
ug (X1.X2) = ug(Xy) + ug (X) ug (X1/X2) = ug(Xy) + ug(Xz)

Caso particular para N variaveis

FORMULARIO

W (XFLXF - XEY) = ud(Xy) + ud(Xp) + o+ ud(Xy)

Caso geral

2 2 2
G = fuXo %) | |2(6) = (aaj; u<X1>> (:j; u(X2)> + +<% ““’”)
1 2 n

27



Mﬂlrnlngia Exercicio — pag. 2/2

Estimativa da Incerteza Combinada em Medicoes nao Correlacionadas (MNC)
Calculo da incerteza (U) combinada
1. Calcule a resisténcia R e sua incerteza em [(Q] de um condutor de se¢io reta circular de
aluminio cujo o comprimento [ é 2,0 [m] e o diametro D de 2,0 [mm] (= 0,002 [m]), sendo
que as incertezas determinadas sao de U(l) = 0,01 [m] e U(D) = 0,01 [mm] (= 0,00001 [m]),

respectivamente:

R=p.A . D2

Il _4.pl

Sendo p do aluminio é 2,825 x 10 [Q.cm] (= 2,825 x 107 [Q2'm]) e sua incerteza 0,014 x 10 [Q.cm] (=

0,014 x 108 [Q.m])

Aplicando o caso geral:

2
d 0
W2(R) = (%u(p)) ; (a—’;u(z)

2 2 2 2 2
d a ad a
) +<£u(A)> =<a—£u(p)) +(a—’;u(l)> +<%u(0)>

41 ° 4p
2 —
" (R)_<1rD2 ) +<11'D2

Dividindo tudo por R = pi

URR)\*
(7) -

)2+ —8el o 2
4pl
DZ

U\ [UD\ uD)\*
(57) + () + (2 =5)

2 /0,014x10-8
) (2 825 x 10— 8) = 0,000025 = 2,455947E-5

&
() =G%)

(-2 x 2@y’

(1)

(2)
2
%) = 0,000100 = 1,0e-4 (3)

= 0,000025 = 2,5E-5

(Zx

e simplificando, tem-se:

. _ L _4pl
CalculodeR=p=—13=

4x2,825x1078x2,0
mx 0,0022

~
N

U
<(—)> = [0,000025 + 0,000025 + 0,000100]
R J | J | ]

(1) (2) (3)

U(R)

R 1,22474487E-2

o

-
£
)

J&E
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